Corrigé Examen Semestriel TPGO (2CS) - ESI 2017/2018

Exercice 1 :

Dans le probléme vu en cours, du passage du nombre 15 au nombre 4 en utilisant uniquement les
fonctions : f(x) =3x et g(x)=xdiv2

Donnez I’espace de recherche généré par Best First Search, ainsi que 1’ordre des visites des
différents états, si on utilise la fonction d’estimation suivante : h(e) = |e — 4]

f(x) : le fils-droit g(x):le fils-gauche
L’ordre des visites : 15,7,3,1,0,9, 4

h=41

Exercice 2 :
Soit A le probleme de décision suivant : (Stable ou Ensemble Indépendant de taille k)
Entrée : un graphe G non orienté et un entier k
Existe-t-il un ensemble de k sommets indépendants (c'est-a-dire tous non reliés 2 a2) ?
Soit B le probleme de décision suivant : (Clique de taille k)
Entrée : un graphe G non orienté et un entier k
G a-t-il une clique de taille k (une clique de taille k est un ensemble de k sommets tous
reliés les uns aux autres) ?
Montrer que : A est polynomialement réductible a B. Est-ce que 1’inverse est vrai ?

La fonction f qui transforme toute instance x de A en instance f(x) de B est comme suit :

Soit x un graphe non orienté ayant comme ensemble de sommets S et comme ensemble d’arétes A
Le graphe f(x) est formé par le méme ensemble de sommets S et par le complémentaire de A
comme ensemble d’arétes. Soit A’ cet ensemble complémentaire d’arétes.

Pour chaque couple de sommets (a,b) dans S, s’il n’y a pas d’aréte entre a et b dans A alors A’
contiendra une telle aréte a-b. S’il existe une aréte a-b dans A, alors A’ ne contient pas d’aréte entre
aetb.

De cette maniere a chaque fois qu’un sommet a est relié a un sommet b dans le graphe f(x), cela
voudrait dire que a et b n’était pas reliés dans le graphe x. Et inversement a chaque fois qu’un
sommet a est relié a un sommet b dans le graphe x, ces mémes sommets ne seront pas reliés dans le
graphe f(x).

Il est donc facile de voir que I’existence d’un stable de taille k sommets dans le graphe x implique
que ces k sommets ne sont pas reliés entre eux dans x et donc que ces mémes k sommets seront
reliés entre eux complétement dans le graphe f(x) formant ainsi une clique de taille k dans le graphe
f(x).

L’inverse est aussi vrai.

La construction du graphe f(x) peut se faire en temps polynomiale, car il y a n(n-1)/2 arétes au
maximum dans un graphe de n sommets. La transformation f est en O(n?).

On en déduit que les 2 problémes A et B sont polynomialement réductibles entre eux.



Exercice 3 :
Soit S un ensemble de 4 clauses (c0, c1, c2, c3) :

S = { c0 :p(x,f(y),b) V q(a) V r(y); cl:-p(a,x,b) V q(x) V r(c); c2:-q(z) V r(f(a)); c3:

—r(x) }

avec x,y, et z des symboles de variables, a,b et ¢ des symboles de constantes, f un symbole de fonction, p,q et r des

symboles de prédicats.

En utilisant 1’algorithme de la résolution générale, montrer si S est consistant ou non.

(mettre en évidence les substitutions générées par le processus de preuve)

Soit S un ensemble de clauses

S ={ c0 :p(x,f(y),b) V q(a) V r(y); cl:=p(a,x,b) Vqx) Vr(c); c2:-q(z) V r(f(a)); c3:
En utilisant 1’algorithme de la résolution générale, montrer si S est consistant ou non

(mettre en évidence les substitutions générées par le processus de preuve)

étape 1:

S1=S U {cd=res(cO,cl), c5=res(c0,c2) , c6=res(c0,c3) , c7=res(cl,c2), c8=res(cl,c3) ,

c9=res(c2,c3) }

cd=res( cO :p(x,f(y),b) V q(a) V r(y), cl :=p(a,x,b) V q(x) V r(c) )
renommage de x en x1 dans cl,
I’unificateur entre p(x,f(y),b) et =p(a,x1,b) est: [x < a, x]1 < f(y)]
c4=q(a) V r(y) V q(f(y)) V r(c)

cS=res( c0 :p(x.f(y),b) V q(a) V r(y) , c2 :7q(z) V r(f(a)) )
I’unificateur entre q(a) et 7q(z) est: [z« a]

c5=p(x,f(y),b) V r(y) V r(f(a))

c6=res( c0 :p(x,f(y),b) V q(a) V r(y), c3 :-r(x))
renommage de x en x2 dans c3,
I’unificateur entre r(y) et —=r(x2) est: [y« x2]
¢6= p(x,f(x2),b) V q(a)

c7=res( cl :=p(a,x,b) V q(x) V r(c), c2:-q(z) V r(f(a)) )
I’unificateur entre q(X) et =q(z) est: [x« z]
c¢7=-p(a,z,b) V r(c) V r(f(a))

c8=res( cl :=p(a,x,b) V q(x) V r(c),c3: —r(x))
renommage de x en x3 dans c3,
I'unificateur entre r(c) et -r(x3) est: [x3 < c]
¢8=-p(a,x,b) V q(x)

c9=res( c2:q(z) V r(f(a)) , ¢3: -r(x))
I’unificateur entre r(f(a)) et —r(x) est: [x< f(a)]
9= -q(z)

S1 = {c0 :p(x,f(y),b) V q(a) V r(y); cl:—p(a,x,b) Vq(x) V r(c); c2:—-q(z) V r(f(a)); c3:

—r(x) }

r(X) ;

c4:q(@ Vv r(y) V qf(y)) Vv r(c) ; ¢5: p(x,f(y),b) V r(y) V r(f(a)) ; c6=p(x.,f(x2),b) V q(a) ;

c7=-p(a,z,b) V r(c) V r(f(a)) ; c8=-p(a,x,b) V qx); c9=—q(z) }

étape 2 :
S2=S1u{... cl0=res(c6,c9), cl1=res(c8,c9), ... }



c10=res(c6 :p(x,f(x2),b) V q(a) , ¢9:-q(z))
I’unificateur entre q(a) et 7q(z) est: [z« a]
¢10= p(x,f(x2),b)

cll=res(c8 :-p(a,x,b) V q(x) , ¢9:7q(z) )
I’unificateur entre q(Xx) et =q(z) est: [z« Xx]
cl1=-p(a,x,b)

S2={...; cl0=p(x,f(x2),b) ; cll==p(a,x,b); ... }

étape 3 :
S3=S2u{... cl12=res(c10,cll) , ... }

cl2=res( c10 :p(x,f(x2),b) , c11 : =p(a,x,b))
renommage de x en x3 dans cl1,
I’unificateur entre p(x,f(x2),b) et —p(a,x3,b) est: [x < x3]
c12=9¢ (la clause vide)

Arrét de I’algorithme avec succes, car ’ensemble S3 contient la clause vide

Donc I’ensemble initial S est inconsistant.

Exercice 4 :
On peut représenter les entiers en lambda-calcul pur comme ceci :
0: AM.Ax. x
1:MAx. fx
2:Max. f(fx)
3: MAx. f (f (f x))
.. etc ...

Quelle fonction unaire est alors représentée par I’expression suivante :

AAEAX. 0 (Ag.Ah. h (g £)) (Au. x) (Au. u)

Appliquons la fonction au nombre 3 :

[Anfx. n (Agh. h (g f)) (Au. x) (Au. u)] [AMfAx. f(f (fx))] -

[Afx. [AMAX. f (f (f x))] (Agh. h (g f)) (Au. X) (Au. u)] —

[Afx. [Ax. (Agh. h (g )) ((Agh. h (g f)) ((Agh. h (g )) x))] (Au. x) (Au. w)] -
[Afx. [ (Agh. h (g ) ((Agh. h (g 1)) ((Agh. h (g ©)) (Au. x) )] (Au. w)] -
[Afx. [ (Agh. h (g £)) ((Agh. h (g 1)) ((Ah. h ((Au. x) ) )] (Au. w)] -
[Afx. [ (Agh. h (g D)) ((Agh. h (g )) (Ah.h (x)) )]  (Au. w)] -

[Afx. [ (Agh. h (g )) ((Ah. h ((Ah.h (x)) ) )] (Auw. w)] -

[Afx. [ (Agh.h (g ) A h (F ()] Qu.w)] -

[MfX.[(Ah. h ((Ah.h (f (x)))f)) ] (Au.uw)] -

[Afx. (Ah. h (f (f (x)))) (Au.uw)] —

[AfX. ((Au. w) (F(F(x)))) ]~

[AMfx. f (f(x) ]=Mx. f(f(x)=2

Posons F, I’expression [Af.Ax. f (f ... f (f x))] contenant n occurrences liées de f et représentant
I’entier n



Hypothése de récurrence : I’expression donnée représente la fonction prédécesseur(n)
[Anfx. n (Agh. h (g f)) (Au. x) (Au. u)] F, - Fuq

Vérifions :
[Anfx. n (Agh. h (g f)) (Au. x) (Au. )] Foi — Fy

[Anfx. n (Agh. h (g f)) (Au. x) (Au. u)] Fpy —

[Afx. Fhit (Agh. h (g 1)) (Au. x) (Au. u)] -

[Afx. [Ax. (Agh. h (g f)) (Agh. h (g 1)) ... ((Agh.h(gf))x))] (Au.x) (Au.u)] —

[Afx. [ (Agh. h (g £)) ((Agh. h (g ) ... (Agh. h (g D)) Au.x) D]  (Auw. w)] -

[Afx. [ (Agh. h (g 0) (Agh. h (g D) ... (Ah.h (A x) ) N Au. w)] -

[Afx. [ (Agh. h (g f)) (Agh.h (g f)) ... (Ah.h x) )] (Au.u)]

chaque sous terme de la forme (Agh. h (g f)) (Ah. h x) — (Ah. h ((Ah. h x) f)) = (Ah. h (fx))
comme il reste n sous termes de cette forme imbriquée vers la droite, ces réduction généreront un
terme contenant n occurrence de f avec des application imbriquées vers la droite :

[7\fx (Ah.h(f(f... ( (x)...))) (Au.u)] -
[AfX. Au.w) (f(f... F (x)..))) ]~
[Afx. (f(f... (f(x))...))) 1= F,

Donc I’hypothese de récurrence est correcte, ¢’est donc bien la fonction prédécesseur(n) qui est
représentée par 1’expression : [Anfx. n (Agh. h (g f)) (Au. x) (Au. u)]

Exercice 5 :
Soit P le programme Lisp suivant :
(DE P(xy)
(i (=y0) 0 (+ (P (*2x) (Divy 2)) (* x Mod y 2))))
)

// Div et Mod les fonctions retournant respectivement le quotient et le reste de la division entiére de deux nombres.
En utilisant le théoreme du point fixe trouver la fonction exactement calculée par P.

La fonction exactement calculée par le programme P est la plus petite solution (le plus petit point
fixe) de I’équation : P = T(P), c-a-d :
P=XxAy.SI(=y0) 0 (+ (P (*2x) Divy 2)) (* x Mod y 2))))

Soit O la fonction nul part définie (le plus petit €élément de I’ensemble des fonctions ordonné par la
relation « moins définie que »)

Le plus petit point fixe fy = Sup( T"(O) )nxo

T(O)=AxAy.SI(=y0) 0 (+ (O (*2x) (Divy 2) (* x Mod y 2))))

comme le terme (+ (O (*2x) (Div y 2)) (* x (Mod y 2)))) n’est pas défini, la fonction T(O)
peut s’écrire plus simplement comme :

T(O)=Ax.Ay.SI(=y0) O

T2(0)=xxAy.SI(=y0) O (+ (T(O) (*2x) (Divy 2)) (* x Mod y 2))))
Le terme (T(O) (*2x) (Div y 2)) n’est défini que si y div2 =0, c-a-d y = 1 et dans ce cas, la
valeur de ce terme est 0.



Dans ces mémes conditions, le terme (+ (T(O) (*2x) (Div y 2)) (* x (Mod y 2)))) vaut
alors : (+0(*x(Mod12))=(+0(*x1)=x

Donc la fonction T*(O) est définie uniquement lorsque y = 0 ou y = 1. Sa valeur est :

T*O) =Ax.Ay. SI(=y 0) 0(SI(=y 1) x)

T}(O) =AxAy.SI(=y0) 0 (+ (T*(O) (*2x) (Divy 2) (* x Mod y 2))))

Le terme (T*(0O) (*2x) (Div y 2)) n’est défini que siydiv2=0ouydiv2=1,c-a-dy=1ouy=
2 dans ce cas, la valeur de ce terme est 0 siy = 1 et 2x siy = 2.

Dans ces mémes conditions, le terme :

(+(T*O) (*2x) (Divy 2)) (*x (Mody2)))) =(+0(*x(Mod12)))=(+0(*x1)=x siy=1

(+ (T*(0) (* 2 x) (Divy 2)) (*x (Mody 2))))=(+2x (*x (Mod 2 2))) = (+2x0) =2x siy =2
Donc la fonction T*(O) est définie uniquement lorsque y =0 ouy = 1 ou y = 2. Sa valeur est :

T}(0) =AxAy. SI(=y0) 0(SI(=y 1) x (SI(=y 2)2x)

A ce stade on peut émettre une hypothese de récurrence disant :
T5O) = AxAy. x*y siy<2K!

Vérifions alors que :
T“Y(0) = AxAy. x*y siy<2*

T“(0) =axAy. SI(=y0) 0 (+ (T5O) (*2x) (Divy 2)) (* x (Mod y 2))))
D’apres I’hypothese de récurrence, le terme :
(TO) (*2x) (Div y 2)) vaut 2x(y div 2) si y div 2 < 2*
dans le cas ou y est pair, on aura y div 2 = y/2 et dans le cas ou y est impair, y div 2 = (y-1)/2,
donc :
(TXO) (*2x) (Div y 2)) vaut Xy si y est pair et y/2 < 2¥
et
(TXO) (*2x) (Div y 2)) vaut x(y-1) si y est impair et (y-1)/2 < 2%
De ce fait le terme :
(+ (TYO) (*2x) (Div y 2)) (* x (Mod y 2)))) vaudra alors :
(+ xy (*x 0) ) =xy siy est pair et y < 2*'! et
(+ x(y-1) (*x 1)) =xy si y est impair et y-1 < 2*! (c-a-d y < 2¥*! aussi)
on a donc bien : T*(0) = Ax.Ay. x*y siy<2*

On en déduit donc que le plus petit point fixe (T™(O)) est :
fo = AxAy. (¥Xy)



