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Mesure des algorithmes récursifs

Méthode

Pour mesurer un algorithme récursif
- trouver I'éguation de récurrence

- la résoudre
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Equation de récurrence

Fact(n) Tri(L, n) { Supposons n = 2k }
Sin<1 Sin=1
Fact:=1 Tri:=L
Sinon Sinon
Fact := n * Fact(n-1) L1:=L[1..n/2]
Fsi L2 :=L [n/2+1..n]
Tri := Fusion( Tri(L1, n/2), tri(L2, n/2))
Fsi
T(n)=asin<1 T(n) =asin=1

=T(n-1) + b sinon =2T(n/2) + bn Sinon
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Résolution

Il existe en général 3 Méthodes

a) Par substitution (dilater la récurrence)

b) Deviner une solution f(n) et la démontrer par récurrence.

c) Utiliser les solutions de certaines équations de récurrence
connues.
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Résolution par dilatation (Exemple 1)

Fact(n) T(n) = b + T(n-1)
Sins<d =b+(b+T(n-2))
Fact:=1 = 2b +T(n-2)
Sinon = 2b + (b + T(n-3)) = 3b + T(n-3)
Fact := n * Fact(n-1) _
Fsi = (ib) + T(n-i)

= .(.r.\-l)b + T(1)
=nb-b+ a

T(n)=asin<1
T(n-1) + b sinon Clest O(n)

Equation de récurrence
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Résolution par dilatation (Exemple 2)

Tri(L, n) { Supposons n = 2k } T(n) = 2 T(n/2) + bn

” 'Ir]n:i L =2[2T(n/4) + bn/2] + bn
Sinon =4 T[n/4] + 2 bn
L1:=L[1..n/2] =8T[n/8] +3 bn

L2 :=L [n/2+1..n]
Tri := Fusion( Tri(L1, n/2), tri(L2, n/2))
Fsi

2".T[n/2i] + ibn

= .r;.T[l] + Log(n) bn
=an + Log(n) bn
=n(a+ bLog(n))

T(n) =asin=1
=2 T(n/2) + bn Sinon
cest O(n Log(n))

Equation de récurrence
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Résolution par devinette (Exemple )

Tri(L, n) { Supposons n = 2k }

Sin=1
Tri:=L
Sinon
L1:=L[1..n/2]

L2 :=L [n/2+1..n]
Tri := Fusion( Tri(L1, n/2), tri(L2, n/2))
Fsi

T(n) =c,sin=1
=2 T(n/2) + c,n Sinon

Equation de récurrence

On veut montrer que T(n) = O(nlog2(n))
c'est a dire T(n) <anLog(n) + b pour a et b donnés a
partir d'un rang n.

Sin=1,T(1)<b (On peut prendre b= c,)

On suppose T(k) < akLog(k) + b pour tout k< n
et on essaie d ‘établir que t(n) <anlLogn + b

Supposons n 2 2,

de (1) on obtient

T(n) < 2T(n/2) + ¢,n
<2(a(n/2)Log(n/2) + b) + c,n

< anLog(n) - anLog(2) + 2b + ¢,n
< anlLog(n)-an +2b + ¢,n
<anlLog(n)+ b+ (b +c,n-an)
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Résolution par devinette (Exemple)

Tri(L, n)
Sin=1
Tri:=L
Sinon
L1:=L[1..n/2]
L2 :=L [n/2+1..n]
Tri := Fusion( Tri(L1, n/2), tri(L2, n/2))
Fsi

T(n) =c,sin=1
=2 T(n/2) + c,n Sinon

Equation de récurrence

Pour que T(n) < anlLog(n) + b il faut que
b+c,n-an<0

an2b +c,n

a2(b+cyn)/n

Pourtoutn21 az=2b+gc,

Donc T(n) < anLog(n) + b que si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

b2c,

azb+c,

En choisissant b = ¢, et a = ¢, + ¢,, on conclut que

pour tout n >1
T(n) < (cy + ¢,) nLog(n) + ¢,

En d'autres termes, T(n) est O( N Log(n) )
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Résolution par équation de récurrence

1. Equations homogeénes admet comme équation caractéristiques Solutions dans R :
agt,+a;t, (+..a.t, = 0 agXk+a;xk1+...+a,=0 ST YN o

Si toutes les solutions ri sont distinctes, solution de (1) est  t, = cy(ry)" + c,(ry)" + .....c, (ry)"

Si r; est une solution multiple (de multiplicité m), solution de (1) est
t, = Cylry)" + cylry)" + .o+ (i)™ + con ()" + .o ™ (1) ) + it ¢ ()"

Remarque : les constantes c; sont déterminées par les conditions initiales



Rappel solution
t, = Cy(ry)" + co(rp)" + ... (r)"
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Equation homogene (Exemple)

Equation homogene

_ _ = >
tn = 3ty -4t =0 pourn =2 Conditions initiales

=0t =1 O=c;+c,
1=-c,+4
Equation caractéristique : x2-3x-4=0 G786
Solutions : -1 et 4. c,=-1/5etc,=+1/5
t, = Cq(-1)" + c,4n t, =-(1/5)(-1)" + (1/5)4"

c'est O(4n)
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Résolution par équation de récurrence

2. Equations non homogénes Equation caractéristique Solutions dans R :
aot" + alt”'l + ...akt”'k - blnpl(n) + b2”P2(n)+.... (apgxk + axk-1+...a,) (x-b,)d1+1 ST ST

b, : constantes (x-by)e2rt .. =0

P. : des polynémes de degré d,

Si toutes les solutions ri sont distinctes, solution de (1) est  t, = cy(ry)" + ()" + .....c, (ry )"

Si r; est une solution multiple (de multiplicité m), solution de (1) est
t, = Cy(ry)" + o) + .+ (cp(r)™ + cion ()" + .. €n™ ()™ ) + Lt ()

Remarque : les constantes c; sont déterminées par les conditions initiales



Mesure des algorithmes récursifs

Equation non homogéne (Exemple 1)

Suite de Fibonacci
Fib(n) := Fib(n-1) + Fib(n-2)sin>1
Fib(0) =0, Fib(1) =1

Equation de récurrence
T(n)=T(n-1) + T(n-2) +bsin>1
T(n) = a sinon

Equation non homogene
tn = tn_l'tn_zz b = 1n b
t,=0,t;=1,

b;=1,P;=b, b étant un polynbme de degré 0

Rappel : apt" + a;t™1 + ...a,t"k = b;"P1(n) + b,"P2(n)+.

Rappel t,, = cy(r{)" + ¢c,(ry)" + .....c (r )"

Equation caractéristique : (x2- x - 1)(x-1) = 0

(x-r1) (x-r2)(x-1) =0

(1++5)/2
(1-5)/2
1

rl
r2
r

w
i

Donct, =¢; ((1+V5)/2)" + ¢, ((1-V5)/2)" + c5 1n
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Equation non homogéne (Exemple 1)

Les conditions initiales donnent

t,=c; (1 +V5)2)n + ¢, ((1-V5)2)n + ¢y 1r ci= 145, ¢, = /N5 et 3 = 0

Conditions initiales
O=c;+¢C,+¢5

1= cy(1 + V5)/2 + cy(1-V5)/2 +c, t, = 1/V5 (1 +V5)/2)n - 1/N5 ((1-\5)/2)r

O=ci+c¢y

1= ¢,(1 + V5)/2 + cy(1 - \5)/2
c'est O((1 + V5)/2)")

G=-C

c(1+V5)/2 -c4(1-V5)/2 =1
V5 =1 cest 0(1.6180339n)
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Equation non homogéne (Exemple 2)

Rappel : apt" + a;t™1 + ...a,t"k = b;"P1(n) + b,"P2(n)+....

Rappel : r; solution multiple (m)

t, = Cy(ry)" + o) + .+ (p(r)™ + cion ()" + .. €n™ ()™ ) + Lt ()

tn-Ztn_1=n+2n
t, =0

b,=1,P,=n;b,=2,P,=1

Equation caractéristique : (x-2) ( x-1)2 (x-2) =0

Donct,=c;1"+¢c,n1"+c32"+¢c,n 2"

Les conditions initiales donnent c,=-c;, ¢, et ¢, quelconques

cest O(n 2N).



